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Radza i jego cérki

Pewien radza w testamencie pozostawit swoim kilku cérkom pewna
liczbe peret wraz z instrukcja, aby zostaty podzielone w nastepu-
jacy sposéb: jego najstarsza cérka miata otrzymaé jedna perte i jedna
si6dma pozostatych. Druga cérka miata otrzyma¢ dwie perty i jedna
siédma pozostatych. Podobnie trzecia cérka miata otrzymaé trzy perty
i réwniez jedna siédmg pozostatych. | tak dalej z kazda z pozostatych

corek.




Najmtodsze cérki poszty sadu, narzekajac, ze ten skomplikowany sys-
tem jest bardzo niesprawiedliwy. Sedzia, ktéry byt biegty w rozwia-
zywaniu probleméw, odpowiedziat natychmiast, ze skarzace sie cérki
myl3 sie i ze proponowany podziat jest sprawiedliwy, bo kazda z cérek

otrzyma te sama liczbe peret.

Zadanie

lle byto peret 7 lle cérek miat radza?
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Rozwigzanie jest dos¢ prostel!

m x — liczba peret, ktére miat radza;
m y — liczba peret, ktére otrzymata kazda z cérek.

= n:§ — liczba cérek.

lle peret otrzymata pierwsza cérka?
— 14 S(x=1)
y= 2 (x=1).
Przeksztatcajac:
T(y—1)=x—1 <<= 7y—x=06.

Rozwigzanie (zgadujemy): x=36,y =6 i n=6.
Peret byto 36, kazda cérka dostata 6 peret, a cérek byto tez 6.




Czy to dobre rozwiazanie? Czy trzeba zgadywaé?

Réwnanie
Ty—x=6

ma tez rozwigzanie x=8, y=2, n=4 lub x=15, y=3, n=5.

ALE:

lle peret otrzymata druga cérka?
1
y=2+ 7(x—y—2).

przeksztatcajac 8y —12 = x.

Ty—6=x . )
Mamy uktad Ostatecznie y =6,x =36 i n=06.
8y—12=x.




Réwnania diofantyczne

Mamy do czynienia z réwnaniem postaci
ax+ by =c,

w ktérym wspétczynniki a, b sa catkowite, a x,y sa niewiadomymi. Szukamy
rozwigzah x,y, w zbiorze liczb naturalnych ().

Réwnanie algebraiczne o wspétczynnikach catkowitych zawierajace
jedna, dwie lub wiecej niewiadomych i ktérego rozwigzahn poszukuje
sie wéréd liczb catkowitych (lub wymiernych) nazywa sie réwnaniem

diofantycznym.

1Dane s3 tez dodatkowe warunki: np. szukamy takich x,y €N, aby-n= 3 €eN.
W. Kr L RA& 0 1: ~f.




Przyktady réwnan diofantycznych

m Réwnanie x"+y"=z", gdzie neN. Dla n=2 rozwigzaniem jest tzw.
trojka pitagorejska: dtugosci bokéw w tréjkacie prostokatnym, np x =3,
y=4iz=5. O problemie dla n>3 jeszcze porozmawiamy.

= Réwnania diofantyczne liniowe ax+ by = c: o nich wiemy wszystko.

m Réwnanie x¥ = y* ma dwa (rézne) rozwigzania x =2, y =4 oraz x =4,
y=2.

m Réwnanie Pella: x2—ny2=1 (neN).

m Réwnanie cyklu Collatza: 3¥y —1=22(2¥y —1); jest to obecnie jeden z
najtrudniejszych probleméw jakie w ogéle stawia matematyka. Jeszcze o
tym porozmawiamy.




Zadanie (nietypowe): Oblicz sume x+y+z (x,y,z€N) pod warunkiem, ze

Rozwigzania:
x=y=z=3, czyli x+y+2z=09. A mozna mniej?
x=2,y=3,z=6, x+y+z=11. A mozna wiecej?

O co chodzi z tymi réwnaniami diofantycznymi?

Czy maja rozwiazania?

m Jesli tak, to ile ich jest (skonczenie, czy nieskoniczenie wiele)?
Co z rozwigzaniami nieujemnymi?

m Czy istnieje algorytm na wyznaczanie rozwigzan?

m Czy rozwigzania maja jakie$ inne, ciekawe wtasnosci?




Skad nazwa: ,réwnanie diofantyczne”

Diofantos z Aleksandrii jako pierwszy systematycznie zajat sie algebra, czyli
teoria rozwiazywania réwnan. Diofantos narzucat na rozpatrywane réwnania
takie warunki, aby rozwigzania miescity sie w zbiorze liczb catkowitych lub,
co najwyzej, w zbiorze liczb wymiernych.
Rozwazat wprawdzie zadania sprowadzajace

sie do réwnan typu 4x +20=0, ale twierdzit, ze
takie réwnanie ma absurdalne rozwiazanie. Liczby
ujemne uwazat za niedopuszczalne i je odrzucat.
Rozwigzywat takze réwnanie kwadratowe,
potegowe i inne. Wprowadzit wiele poje¢

i rozpoczat systematyczne badania w teorii liczb.

Diofantos z Aleksandrii
214-298




W XIV wieku grecki mnich Maximus Planudes umiescit w swojej antologii
nastepujacy wiersz. Jego tres¢ jest jednoczesnie zadaniem tekstowym (i

réwnaniem diofantycznym):
Epitafium Diofantosa

Pod tym nagrobkiem spoczywa Diofantos — a dzieki przedziwnej sztuce
zmartego jego wiek zdradzi ci ten gtaz: Chtopcem przez szésty czes¢
zycia pozostaé Bég mu pozwolit, lica pokwitty mu zas, kiedy dwuna-
sta znéw czes¢ zycia mineta; gdy zywota przebyt czes¢ si6dma, mtoda
matzonke w dom dobry wprowadzit mu Bég, ktéra, gdy pie¢ lat mi-
neto, matego powita mu synka. Ale okrutny chciat los, ze kiedy syn
ledwie wiek ojca w potowie osiagnat, ponury zabrat go los. Kojac
ogromny swéj bél, szukat Diofantos wsréd liczb jeszcze przez cztery

lata pociechy, az rozstat sie z zyciem.

lle lat zyt Diofantos?




Paryz, rok wyd. 1621, ttumacz Claude-Gaspar Bachet de Méziriac

[m]

(=3
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Czy fatwo byto ttumaczy¢ Diofantosa?

(a) 32x+9 Zapis nowoczesny
(b) 41x2—3
(c) 26 —3x% +48

O DE MEZIRIAC.IOAS.

C.-G. Bachet (1581-1638)

Do Bacheta i jego dokonan jeszcze wrécimy.




Kto wprowadzit symbole liter do matematyki ?

Paciolus 1 cu. m. 6ce. p. 11co. eguale 6
Stifelius 1 ¢¢ — 63 + 11 2 equantur 6
Bombelli 11.m. 62. p. L eguale 6
Stevinus 1) — 6QQ) + 11 (@) egale 6
Vieta 1IC — 6Q + 11N egal 6
Harriot 1.aaa — 6.aa + 11.a =6
Modern x3 —6x? + 1lx=6




Trojki pitagorejskie

Diofantos: ,Podziel kwadrat na sume kwadratéw”

Nalezy znalez¢ liczby naturalne takie x,y, z, ze

Taka tréjka (x,y,z) nazywa sie tréjka pitagorejska.

Nazwa pochodzi od twierdzenia Pitagorasa, gdyz kazda trojka pitagorejska
(x,y,z) odpowiada dtugosciom bokéw tréjkata prostokatnego.




Wyznaczenie tréjek pitagorejskich

m metoda elementarna Diofantosa (i jej warianty)
m metoda Gaussa (liczby zespolone)

m metoda geometryczna

Rozwazamy tréjke pitagorejska (x,y,z), tzn. x,y,z€N oraz

><2—|—y2 =2z2

Obserwacje:

m Kwadrat dowolnej liczby neN przy dzieleniu przez 8 daje reszte
0, 1 lub 4 (dlaczego?);

= kwadrat dowolnego nieparzystego n€N przy dzieleniu przez 8
daje reszte 1; stad suma kwadratéw liczb nieparzystych daje

reszte 2 podczas dzielenia przez 8.

m Zatem w parze x,y przynajmniej jedna liczba jest parzysta.

W. Kr ki Ré ia diof:



Mozna zatozy¢, ze liczby x,y sa wzglednie pierwsze (tj. nie maja wspdlnych
dzielnikéw) — czemu to mozna zrobié¢?

Przypusémy, ze y jest parzysta, tzn. y =2c¢, gdzie ceN.
Wtedy x jest nieparzysta (dlaczego?)
Stad liczba z jest tez nieparzysta i wzglednie pierwsza wzgledem x i wzgledem y.

Liczby x—z i x+z sa parzyste, a liczby a= %5* i b= Z5* sa wzglednie pierwsze.

Ponadto z=a+ b, x=b—a oraz
2 2 2

(g -3 -2 ()

Poniewaz a, b s3 wzglednie pierwsze, a ich iloczyn jest kwadratem, to ai b s3

kwadratami, tzn. istnieje liczby m,neN takie, ze

a=m?b=n% = x=n>—m? y=2mn, z=m>+n>.

Kluczowy jest ostatni punkt rozumowania: wynika on z zasadniczego twierdzenie
arytmetyki (o rozktadzie kazdej liczby na iloczyn liczb pierwszych). Sprébuj to uza-
sadnic!




Diofantos i Fermat

W naszym wykfadzie

specjalne miejsce zarezerwowane jest dla pewnego
francuskiego prawnika i matematyka z zamitowiania
Pierre'a de Fermat. Jego rola w matematyce

jest nie do przecenienia ... z kilku powodéw.

Podczas lektury Diofantosa napisat (w 1663

roku): ...odkrytem, ze kazda liczba naturalna jest suma
trzech liczb tréjkatnych, jest tez suma czterech liczb
kwadratowych, pieciu liczb pieciokatnych, itp., itd....

Co to s3 liczby wielokatne? Oté6z liczba n jest m-katna

(trojkatna m =3, kwadratowa m=4) jesli z n kropek

Pierre Fermat
(1601-1665)

lub kamykéw mozna utozyé ksztatt m-kata foremnego.




9#**&&

e Na przyktad: liczba n jest tréjkatna wtedy i tylko wtedy, gdy

1
n=1+2+43+...4+m= @
dla pewnego meN — [oczywiste - znany wz6r na sume wyrazéw ciagu

arytmetycznego]

e Liczba neN jest tréjkatna wtedy i tylko wtedy, gdy liczba 8n+1 jest
kwadratowa — [udowodnij - NAGRODA].




Dowdéd ,wielokatnego” twierdzenia Fermata nigdy nie ujrzat swiatta
dziennego. Czy w ogéle istniat? AN
Badania liczb wielokatnych prowadzili:

m J. Lagrange (1770) dla liczb kwadratowych;

m C. F. Gauss (1796) dla liczb tréjkatnych;

m A. Cauchy (1813) ogdlne twierdzenie wielokatne;

m M. Nathanson (1987) podat prosty i elementarny dowéd.
Trzeba byto 150 lat, aby upora¢ sie z czyjas notatka na marginesie ksiegi
Diofantosal

Twierdzenie wielokatne Fermata

(Nathanson 1987) Kazda liczbe ne N mozna przedstawi¢ jako sume
(m+2) liczb (m+2)-katnych, gdzie m=0,1,2,....




PROCEEDINGS OF THE
AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY
Volume 99, Number 1, January 1987

A SHORT PROOF OF CAUCHY'S
POLYGONAL NUMBER THEOREM

MELVYN B. NATHANSON

ABSTRACT. This paper presents a simple proof that every nonnegative integer is the
sum of m + 2 polygonal numbers of order m + 2.

Let m = 1. The polygonal numbers of order m + 2 are the integers
(k) = ?(.&2 k) +k

for k =0,1,2,.... Fermat 3] asserted that every nonnegative integer is the sum of
m + 2 polygonal numbers of order m + 2. For m = 2, Lagrange [5] proved that
every nonnegative integer is the sum of four squares p,(k) = k°. For m = 1, Gauss
[4] proved that every nonnegative integer is the sum of three triangular numbers
k)= (k? + k)/2, or, equivalently, that every positive integer n = 3 (mod8) is
the sum of three odd squares. Cauchy [1] proved Fermat's statement for all m = 3,
and Legendre [6] refined and extended this result. For m > 3 and n < 120m, Pepin
[8] published tables of explicit representations of # as a sum of m + 2 polygonal
numbers of order m + 2, at most four of which are different from 0 or 1. Dickson [2]
prepared similar tables. Pall [7] obtained important related results on sums of values
of a quadratic polynomial.




To nie koniec zagadek Fermatal

Zadanie 8 z 6 ksiegi "Arytmetyki"Diofantosa ma nastepujaca tresé:
Dany kwadrat roztozy¢ na [sume] dwa kwadraty.

Po Smierci Fermata na marginesie jego egzemplarza ksigzki w tym wtasnie miejscu
znaleziono dopisek z roku 1637 roku o tresci:

Cubum autem in duos cubos, aut quadrato-quadratum in duos quadrato-quadratos,
et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duas ejusdem
nominis fas est dividere; cujus rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc
marginis exiguitas non caperet.

Przeciwnie, nie mozna roztozyé ani szescianu na sume dwdch szescianéw, ani bi-
kwadratu na dwa bikwadraty, i w ogdle Zadnej potegi wigkszej niz druga na dwie
potegi z takim samym wyktadnikiem. Odkrytem naprawde zadziwiajacy dowdd tego
faktu. Margines jest na to za maty.




Wielkie Twierdzenie Fermata (1657) opubl. (1670)

Dla liczby naturalnej n> 2 nie istnieja takie liczby naturalne dodatnie

x,y,z, dla ktérych

Zachowat sie dowdd autorstwa Fermata dla n=3, Gaussa dla n=3 i wiele

innych przypadkéw szczegdlnych.

Dowéd dla dowolnego n>2 ostatecznie

podat w 1995 roku angielski matematyki

Andrew Wiles (po 358 latach!). Dowéd zajmowat
ponad 120 stron i wyrazony byt w jezyku w jezyku
geometrii algebraicznej i krzywych eliptycznych.




Tak na prawde Wiles udowodnit hipoteze Shimury-Taniyamy-Weila:
Semistabilne krzywe eliptyczne s3 modularne.

To przeczy faktowi (Faltings), ktéry méwi, ze gdyby istniaty takie liczby
a,b,ceN, ze a"+ b"=c", to (pewna) krzywa E,(a, b, c) nie bytaby
modularna, choé¢ jest semistabilna. Tym samym Wiles udowodnit WTF.

g
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e Dla n=3 dowéd WTF jest umiarkowanie trudny: w zasadzie kazdy student
matematyki go zrozumie.

e Dla n=4 dowéd WTF jest tatwy: stanowi nietrudne zastosowanie
argumentacji prowadzacej do postaci tréjek pitagorejskich [sprébuj].

e dla dowolnego n dowdd jest skrajnie trudny.

e dla pewnych konkretnych wartosci n istnieja niezalezne dowody na ogét
oparte o techniki pochodzace z teorii liczb..




Profesor Andrew Booker z University of Bristol rozwigzat zagadke
matematyczna sprzed 64 lat. Zagadka brzmi: jak wyrazi¢ liczbe k=33 za
pomoca sumy trzech liczb podniesionych do potegi trzeciej, tzn. znalez¢
x,y i z tak, aby

X34y +23=33.

Przykfad: jesli k=8, to réwnanie wyglada nastepujaco

22 1134+ (-1)3=s.

Wiadomo, ze dla liczby k, ktéra po dzieleniu przez 9 daje reszte 4 lub 5, nie
ma rozwiazah. To wyklucza 22 liczby z przedziatu od 1 do 100. Jednak 78
pozostatych liczb powinno mie¢ rozwigzania. Problem byt rozwigzany dla
wszystkich liczb poza 33 i 42.

(8866128975287528)° 4 (—8778405442862239)°
+(—2736111468807040) = 33.

Dotychczas nie udato sie znalez¢ rozwiazania dla k=42,

Umiesz to zrobi¢? Bedziesz stawny.

W. Kr I: R& PRIy



10 problem Hilberta

Dziesigty problem Hilberta jest jednym
A z 23 matematycznych probleméw przedstawionych
przez Davida Hilberta w 1900 roku. Tres¢
problemu mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposéb.

7

Czy istnieje efektywna i skonczona procedura al-

gorytmiczna, ktéra przyjmujac jako dane wejsciowe

wspoétczynniki réwnania diofantycznego, zwraca od-
powiedz ,tak” lub ,nie” na pytanie, czy istnieje roz-
wigzanie tego réwnania w dziedzinie liczb catkowi-

tych.

.

Negatywna odpowiedz na to pytanie podat rosyjski matematyk Jurij
Matiasevich. Sam problem miat kolosalne znaczenie dla rozwoju informatyki
teoretycznej i tzw. teorii obliczalnosci.




Liniowe réwnania diofantyczne z dwiema niewiadomymi

Zadanie

lle kopert po 3zt i 7zt mozna kupi¢ za 1000zt, jesli mozna wyda¢

wszystkie mozliwe pieniadze?

Oznaczmy:

e x — liczba biletéw po 3 zt; suma wydana za te bilet 3x
e y — liczba biletéw po 7 zt; suma wydana na te bilety 7y.
Zatem

3x+ 7y =1000 (zgadujemy rozwiazanie: x =247,y = 37)

Prowadzi nas to do rozwazania réwnah postaci
ax+by =c,

gdzie a,b,c sa liczbami catkowitymi, a% + b2 >0 (tzn. a#0 lub b#0), a rozwiazah
poszukuje sie takze wséréd liczb catkowitych (lub naturalnych).




Takimi réwnaniami zajmowaty sie rzesze matematykéw, juz w starozytnosci.
My péjdziemy w $lad twierdzenia Bacheta-Bézouta. Bedziemy rozwazac o
istnienie rozwiazan, ich liczbe i posta¢.

Twierdzenie: warunek konieczny

Jedli réwnanie ax+ bx = ¢ ma rozwigzanie (w liczbach catkowitych), to kazdy
wspdlny dzielnik liczb a i b jest tez dzielnikiem liczby c.

Dowéd: Wezmy dowolny dzielnik d liczb ai b. Niech X,y beda rozwigzaniami. Wtedy
a=nd i b=md dla pewnych liczb catkowitych n,n oraz
c=ax+ by =ndx+ mdy = d(nx+ my).

Stad widaé¢, ze d dzieli c.

Czy podany warunek jest réwniez wystarczajacy? TAK!




Jesli d = NWD(a, b) jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb a i b oraz d jest
dzielnikem liczby c, to réwnanie

ax+by=c
ma rozwiazania catkowite.

Dowéd: Dowodzi sie najpierw, ze d =NWD(a, b) jest najmniejsza liczba naturalng w
zbiorze

D ={ax+ by|x,y sa liczbami catkowitymi}.
Zatem d e D, czyli muszj sig znalez¢ liczby catkowite xg,yo takie, ze
d = axp + byo-
Poniewaz d dzieli ¢, to ¢ =dn dla pewnego catkowitego n. Stad
c=dn= (axo + byo)n = a(xo n) + b(yon),

czyli X=xgn i y = yon sa rozwigzaniami wyjsciowego réwnania.

NN wnanis dicfantyczne



Bioragc pod uwage oba warunki: konieczny i dostateczny otrzymujemy:

Réwnanie ax + by = ¢ ma rozwiazania catkowite wtedy i tylko wtedy,
gdy d =NWD(a, b) jest dzielnikiem c.

\.

J

e Réwnanie 16x + 28y = 36 ma rozwiazanie, bo NWD(16,28) = 4 i
36=4-9.

e Réwnanie 27x+ 18y =21 nie ma rozwigzan, bo NWD(27,18)=9i 9
nie jest dzielnikiem 21.

] = =
NN wnanis dicfantyczne



Strategia rozwigzywania

Aby rozwigza¢ réwnanie
ax+by=c

nalezy:

1 Obliczy¢ d =NWD(a, b) przy pomocy algorytmu Euklidesa i sprawdzi¢, czy d jest
dzielnikiem wyrazy wolnego c. Jedli tak, czyli c =nd dla pewnego catkowitego n, to:

2 Przy pomocy rozszerzonego algorytmu Euklidesa znajdujemy liczby catkowite xq,yo

takie, ze axg + byp =d.

3 Ogdt rozwigzan w zakresie liczb catkowitych dany jest wzorami

b a . . .
(*) X = nxp + g t, y=nyo— Et' gdzie t jest catkowitym parametrem.

Rozwigzan catkowitych jest nieskonczenie wiele. S3 one zadane wzorami ().

Jaka jest geometryczna interpretacja tego faktu?




Rozszerzony algorytm Euklidesa - przyktad

Znajdz xg,yo takie, ze 623xg + 42y, = NWD(623,42).

o Szukamy NWD(623,42). UWAGA: Oznaczenie a (mod b) =reszta z dzielenia aprzez b.

1 ag=623,by =42

2 a3 =bg =42,b; = a¢ (mod by) =623 (mod42) =35 bowiem 623 =14-42+ 35,
czyli 35=623—-14-42;

3 ay=b; =35,b,=2a; (modb;)=42 (mod35)=7 bowiem 42=1-35+7,
czyli 7=42-1-35;

4 az3=by=7, bg=a, (modby) =35 (mod7)=0.
Stad NWD(623,42) =7.

o Postepujemy odwrotnie:
7=42-1-35=42—-(623—-14-42)=15-42+(—1)-623.

stad xo =—1, yo =15.

Kalkulator algorytmu Euklidesa



https://planetcalc.com/3298/

A co z rozwigzaniami naturalnymi?

Czesto szukamy rozwigzan w zakresie liczb naturalnych (catkowitych
nieujemnych lub dodatnich), bo to wynika z warunkéw zadania.

Twierdzenie Catalana (1867)

Niech a,b,ceN. Zatézmy, ze d =NWD(a, b) dzieli c. Wtedy réwnanie

ax+by=c
ma k rozwigzah catkowitych nieujemnych, gdzie
C C
k=|——F——|lub k=| ———— 1.
[N\/\/W(a,b)] ub [NWW(a,b)]+

Aby zdecydowa¢ ile konkretnie: obliczamy p= ¢ (mod NWW(a, b)).
e jesli réwnanie ax + by = p ma catkowite nieujemne rozwiazania to ta liczba jest

réwna [*va\f(ayb) +1;

o W przeciwnym przypadku ta liczba jest réwna [M(a b)].




Wracamy do zadania o kopertach.

Zadanie
lle kopert po 3zt i 7zt mozna kupi¢ za 1000zt, jesli mozna wydac

wszystkie mozliwe pieniadze? Na ile sposobéw mozna to uczyni¢?

Czyli wracamy do réwnania
3x+ 7y =1000

i szukamy rozwiazan catkowitych nieujemnych.

Zgodnie z twierdzeniem Catalana liczba rozwigzan w zakresie liczb
catkowitych nieujemnych wynosi [%]:47 lub 48 (tutaj NWW (3,5) =21).

Obliczamy p=1000 (mod21) =13.
e Badamy réwnanie 3x+ 7y = 13. Ma ono rozwigzanie x =2,y = 1. Zatem
rozwigzan jest wiec 48.




Metoda Eulera rozwiazywania réwnan diofantycznych

Oprécz naszkicowanej metody opartej na zastosowaniu rozszerzonego
algorytmu Euklidesa, mozna postuzy¢é metoda zaproponowana przez L.
Eulera.

Leonhard Euler (1707 - 1783)

Ponownie rozwazamy réwnanie;
ax+ by =c,

w ktérym NWD(a,b) =d i d dzieli c. Réwnanie ma wiec rozwigzania X, yo.

W. Kr I: R& o diof:




o Wyjéciowe réwnanie jest réwnowazne z réwnaniem zredukowanym
Axo + Byo =C,
gdzie A=2,B=5iC=5.
o Widzimy, ze Axo—C =—By, czyli, ze liczba B dzieli réznice (Axg—C), tzn.
Axp (mod B) = C (mod B).

e Poniewaz NWD(A, B) =1, to istnieje tzw. odwrotnosé modularna liczby A wzgledem B.
Jest to taka liczba catkowita A’, ze

A’A (mod B) = 1.
e Zatem
xo = A'Axp (mod B) = A’C (mod B) tzn. xo jest reszta z dzielenia A'C przez B.
e Obliczamy

Yo =5 (C—Axo).

W=

W gre wchodzi tzw. rachunek modularny, ktéry tu sprowadza sie do reguty
a (mod c)b (mod c) =ab (modc):

iloczyn reszt z dzielenia a i b przez ¢ réwna si¢ reszcie z dzielenia iloczynu ab przez

@-




Ma miejsce nastepujace uogdlnienie twierdzenia Bacheta.

Rozwazamy problem:

a1 Xy +axxo +...+a,x, = b,

gdzie wspétczynniki ay,...,a, s liczbami catkowitymi i co najmniej
jeden z nich jest rézny od zera. Réwnanie to ma rozwigzanie

X1,..5X, W zakresie liczb catkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy d =
NWD(ay, a5, ..., a,) dzieli b.
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Smok ma 2000 gtéw. Rycerz moze $cig¢ jednym cieciem 33 gtowy lub 21 gtéw lub
17 gtéw lub 1 gtowe. Smokowi odrasta natychmiast odpowiednio 48 gtéw, 0 gtéw,
14 gtéw lub 349 gtéw. Smok zostanie zabity, gdy wszystkie glowy beda Sciete. Czy
istnieje taka strategia walki rycerza ze smokiem, aby smok zginat (tj. postradat
wszystkie gtowy)?

NN wnanis dicfantyczne



Hipoteza Collatza

Wezmy dowolna dodatnia liczbe naturalng cy. Jesli jest parzysta, to niech
Co
aq=—
)

w przeciwnym wypadku
C = 3C0 +1.

Nastepnie z liczba ¢; postepujemy podobnie analogicznie jak z ¢ i
kontynuujemy ten proces. Otrzymamy w ten sposéb ciag liczb naturalnych.

Hipoteza: niezaleznie od jakiej liczby ¢y wystartujemy, w koncu doj-

dziemy do liczb 4,2,1,4,2,1,....

Przykfad: Zaczynajac od ¢y =11, mamy:
11,34,17,52,26,13,40,20,10,5,16,8,4,2,1.

Kalkulator hipotezy Collatza



https://www.dcode.fr/collatz-conjecture

1. Rozwiaza¢ réwnania:

(a) 3x+6y=09;

(b) 4x+ 6y = 96.

2. Stosujac algorytm Euklidesa rozwigza¢ réwnanie:

65x + 39y = 26.

3. Rozwiaz réwnanie z 3 niewiadomymi:

12x+ 15y +7z=11.
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Zadania

Zadania

4. Rozwigza¢ metoda Eulera réwnanie
18x +24y =60.

Wskazéwka: Odwrotnoscia modularng 3 wzgledem 4 jest 3.

5. Jak odmierzy¢ 15 litréw wody majac do dyspozycji dwa dzbany

pojemnosci 4 i 9 litréw.

6. Mamy dwie klepsydry. W jednej piasek przesypuje sie w ciaggu 7
minut, a w drugiej — w ciagu 11 minut. Jak za ich pomoca odmierzy¢
15 minut?




Zadania przyktadowe do rozwigzania

1. Do przewozu zboza s3 do dyspozycji worki 60-kg i 80-kg. lle potrzeba poszcze-
gblnych workéw do przewozu 440 kg zboza (zaktadamy, ze worki musza byé petne)?
Na ile sposobéw mozna to uczyni¢?

2. Fabryka wysyta towar w paczkach po 3 kg i po 5 kg. Wykaza¢, ze mozna w ten
sposéb wystaé kazda catkowity ilos¢ kilograméw wieksza niz 7.

3. W czasie pierwszej wojny swiatowej toczyta sie bitwa w poblizu pewnego zamku.
Jeden z pociskéw rozbit stojacy tam pomnik rycerza rycerza z pika w reku. Stato
sie to ostatniego dnia miesiaca. lloczyn daty dnia, numeru miesigca, wyrazonej w
stopach dtugosci piki, potowy wyrazonego w latach wieku dowédcy baterii strzela-
jacej do zamku oraz potowy wyrazonego w latach czasu, jaki stat pomnik, réwna
sie 451066. W ktérym roku postawiono pomnik?

4. Jak bada¢ istnienie i znajdowa¢ rozwigzania catkowite uktadu réwnan diofantycz-
nych

ax+ay=c

axx+ by =cp,

gdzie wspétczynniki sa catkowite?







e Ustawiamy x <y < z. Najmniejsza liczba x nie moze by¢ 1. Czy moze by¢
x =47 Wtedy odwrotnosci y,z sumuja sie do liczby > (x—1)/x: to nie
mozliwe bo 1/y +1/z2<2/y<2/x<(x—1)/x.

e Wiek Diofantosa %x—i— %x—&— %x+5+ %x+4:x. Stad x =84

e Smok: Zabicie smoka jest mozliwe przy pomocy x cie¢ 33 gtéw, y cie¢ 21
gtow, z cie¢ 17 gtoéw oraz t cie¢ 1 gtowy. Wtedy

(33—48)x + 21y + (17— 14)z+ (1—248)t = —15x + 21y + 3z + 348t = 2000.

Jednak takie réwnanie nie ma rozwiagzan, bo NWD(-15,21,3,348) =3 nie
dzieli 2000.

e 451066 =29-2-7-11-101. Zatem wiek pomnika 202 lata, a rok zburzenia
byt rokiem przestepnym. Mégt to byc tylko 1916.Zatem pomnik postawiono
w 1714 roku.




