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Przestrzen 3—wymiarowa

Przestrzenn 3—wymiarowg opisujemy w terminach geometrii
analitycznej

R3 = {x = (x1,%2,x3) ; x1,%,x3 € R}

i jej elementy traktujemy jako punkty lub wektory — w tym
drugim przypadku mozna uwazaé, ze wektor x to wektor od
poczatku uktadu 6 = (0,0, 0) do punktu x.

Wektorem o poczatku w punkcie x i koncu w punkcie

y = (y1,¥2,¥3) jest

—
xy=y—x=(y1—x1,y2 — x2,y3 — X3).



lloczyn skalarny i norma

lloczynem skalarnym wektoréw x = (xi, x2, x3),
y = (y1,¥2,y3) € R3 nazywamy liczbe

(X,y) = x1y1 + x2y2 + x3Y3.

Dtugoscia wektora x = (x1, x2, x3) € R nazywamy liczbe

Ixll = /G, x) = /32 + 3 + 3.



Odlegtos¢ euklidesowa

Odlegtoscia euklidesowg punktéw A, B € R3 nazywamy liczbe

|AB| = |AB| = \/(BL — A1) + (B> — Ao)? + (Bs — As)?

Odlegtos¢ euklidesowa punktéw jest dtugoscia odcinka, ktory je
faczy.



Odlegtos¢ sferyczna

Katem pomiedzy niezerowymi wektorami x, y € R3 nazywamy
taka liczbe <(x, y) € [0, 7], ze

(x,y)
x| 1]l

cos<I(x,y) =

Sfera jednostkowa nazywamy zbidr
S ={xeR®; x| =1},

czyli sfere o Srodku 6 i promieniu 1.
Odlegtoscia sferyczng punktéw A, B € S? nazywamy liczbe

d(A, B) = <(A, B) = arccos(A, B).



Odlegtos¢ sferyczna a odlegtos¢ euklidesowa

Odlegtoéé¢ euklidesowa punktéw sfery S? nie przekracza odlegtosci
sferycznej. Rdznica jest tym mniejsza, im punkty s3 sobie blizsze.
Réwnos¢ wystepuje tylko punktédw pokrywajacych sie.

Biegun pé6tnocny N = (0,0, 1) i biegun potudniowy
S =(0,0,—1) maja odlegto$¢ euklidesowa réwna |[NS| =2, a ich
odlegtos¢ sferyczna wynosi d(N,S) =m > 2.
Na sferze wyrdzniamy:
> réwnik — okrag powstaty przekroju sfery ptaszczyzna
przechodzaca przez 0 i prostopadta do prostej NS,
» potudniki, czyli pbtokregi pomiedzy biegunami otrzymane z
przekroju sfery S? ptaszczyzng zawierajaca prosta NS,
P> réwnolezniki, czyli okregi powstate z przekroju sfery
ptaszczyzng réwnolegta do ptaszczyzny réwnika.



Geodezyjne na sferze

Poruszajac sie po odcinku w przestrzeni R3 z szybkoécia 1, czyli
tak, ze wektor styczny jest staty i ma dtugoscé 1, otrzymujemy
punkty odlegte (euklidesowo) o czas, ktéry jest potrzebny na
przebycie drogi pomiedzy nimi.

Na sferze S? taka role odgrywaja geodezyjne, czyli krotsze tuki
okregu powstatego z przeciecia sfery ptaszczyzna przechodzaca
przez 6 (tuki okregéw wielkich).

Potudniki s3 geodezyjnymi na sferze, natomiast zaden tuk
rownoleznika réznego od réwnika nie jest geodezyjna.



Wektory kierunkowe geodezyjnych

Aby poruszac sie po geodezyjnej z szybkoscia 1 oznaczamy dla
A, B € S?, A # +£B ich odlegtos¢ sferyczna przez o, i wektor
kierunkowy wzorem

1 B cosgA

u=— .

sin o sin o
Woéwczas geodezyjng od A do B przebiegamy w czasie o wedtug
wzoru

v(t) = (cost) A+ (sint)u, te€]0,q].

Katem pomiedzy geodezyjnymi wychodzacymi z jednego punktu
A w zgodnie z wektorami kierunkowymi u i v nazywamy kat
pomiedzy tymi wektorami w przestrzeni R3.



Trygonometria sferyczna

Sferyczne twierdzenie cosinuséw

Cos ¢ = cos acos b + sinasin bcos~y

Sferyczne twierdzenie sinuséw

sina sinb sinc

sina  sinf3  sinvy



Trygonometria sferyczna

Drugie sferyczne twierdzenie cosinuséw
cosy = —cosacos J + sinasin 3 cos ¢
Suma katéw w tréjkacie sferycznym

a+fB+y>7



Wspotrzedne geograficzne

Na znacznej czesci sfery mozna wprowadzi¢ wspétrzedne
geograficzne przysujac punktowi X € S?:
» dtugosc geograficzng u liczona od ustalonego potudnika
(tzw. potudnika zero) jako kat skierowany, ktéry tworzy
potudnik zero z potudnikiem przechodzacym przez X,

> szeroko$¢ geograficzng v liczong jako kat skierowany, ktéry
tworzy wektor X z ptaszczyzna réwnika.

Woéwczas punkt X mozna zapisa¢ w postaci

X = (cos ucos v, sin ucos v,sin v).
Takie wspétrzedne maja zakres u € (—m,7), v € (=5, %) i nie
mozna nimi objaé “linii zmiany daty” wraz biegunami.



Rzut stereograficzny

Odwrotnym rzutem stereograficznym z bieguna pdétnocnego N
nazywamy odwzorowanie przypisujace punktowi Y ptaszczyzny
x3 = 0 punkt wspélny prostej NY ze sfera S?, rézny od N.

Takie odzworowanie nadaje na sferze wspotrzedne

_ 2y1 2yo vi+ys—1
i+ + 1 y2+y2+1 y2+y2+1

i obejmuje nimi cata sfere S? bez bieguna pétnocnego.

Rzut stereograficzny zachowuje katy, ale zaskakujaco zmienia
odlegtosci — punkty bliskie bieguna pétnocnego sa bardzo daleko.



Rzut Mercatora

Odwrotnym rzutem Mercatora nazywamy przypisanie punktowi
pasa (—m,7) x R punktu na sferze S? powstatego z owiniecia sfery
walcem ($rodek pasa jest styczny do potudnika zero) i
odzworowanie tworzacej walca na potudnik bez biegundéw.

Wspbtrzedne te maja postaé
X = (cos u cos(arctg t),sin u cos(arctg t),sin(arctgt)).

Rzut Mercatora bardzo rozcigga okolice podbiegunowe i dziata,
podobnie jak wspoétrzedne geograficzne na sferze z pominieciem
“linii zmiany daty” wraz z biegunami.



Sferyczne vs. euklidesowe twierdzenie cosinuséw

Dla tréjkatéw sferycznych o bardzo krétkich bokach sferyczne
twierdzenie cosinuséw przybliza sie dobrze euklidesowym.
Wynika to z rozwiniecia funkgcji trygonometrycznych w szereg
potegowy:

x? x4 x3 x°

COS X 5 —1—24 siInx = X 6 +120

. . . . . , 2,
Przyjmujac w sferycznym twierdzeniu cosinuséw cosx ~ 1 — %5 i

sin x ~ x dla matych a, b, ¢ dostajemy

c? a° b?
1—?— 1—? 1—? + abcos -y,

co po odrzuceniu skfadnika stopnia 4 (jest baaardzo maty) daje
euklidesowe twierdzenie cosinuséw.



