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Definicja

Niech U c R, W c R" bedg zbiorami otwartymi. Méwimy, Ze funkcja
gtadka f : W — U jest trywialng wigzka, gdy istnieje punkt y € U taki,
ze zbiér f~1(y) jest rozmaitoscia klasy C™ i istnieje odwzorowanie
WV, W — f~1(y) takie, Ze odwzorowanie

V= (Vy,f): W3 x— (V(x),f(x) e F I (y)x U

jest dyfeomorfizmem klasy C*°. Odwzorowanie ¥ nazywamy
trywializacjag funkcji f.
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Definicja

Mdwimy, Ze punkt y € R jest wartoscig typowa funkcji gtadkiej
f: W — R, jeZeli istnieje otoczenie U C R punktu y takie, Ze funkcja
fir-1uy - £71(U) = U jest trywialng wigzka klasy C>.
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Definicja

Mdwimy, Ze punkt y € R jest wartoscig typowa funkcji gtadkiej
f: W — R, jezeli istnieje otoczenie U C R punktu y takie, Ze funkcja
fir-1uy - £71(U) — U jest trywialng wigzka klasy C*.

Punkt y € R, ktory nie jest wartoscig typowa funkcji f, nazywamy
wartoscia bifurkacyjng funkcji f. Przez B(f) bedziemy oznaczac zbior
wszystkich wartosci bifurkacyjnych funkcji f.
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Niech f : R” — R bedzie funkcjg gtadka.

Definicja
Powiemy, Ze funkcja f spetnia warunek Malgrange’a w punkcie y jezeli
istnieje otoczenie U punktu y oraz state R, > 0 takie, ze

(M) IVF(x)||x| > & dla x ¢ f~1(U), |x| > R.

Punkty y € R w ktorych funkcja f nie spetnia warunku Malgrange’a
bedziemy nazywac asymptotycznymi wartosciami krytycznymi funkcji
f. Zbior wszystkich wartosci asymptotycznych funkcji f bedziemy
oznaczac symbolem K..(f).




Niech f: R” — R bedzie funkcjg gtadka, a € R".

Powiemy, ze funkcja f spetnia warunek p4-regularnosci w punkcie y
jezeli istnieje otoczenie U punktu y oraz stata R > 0 taka, ze

(N) Vf(x) £ t(x —a) dlax € ' (U),|x| > R,t € R.

Punkty y € R w ktdrych funkcja f nie spetnia warunku p-regularnosci
w punkcie y bedziemy nazywac wartosciami pa-nieregularnymi funkcji
f. Zbior wszystkich wartosci pa-nieregularnymi funkcji f bedziemy
oznaczac symbolem Sy(f).




Niech Ko(f) :={y € R: xernVF(x) =0,y = f(x)}.

Twierdzenie (1)

B(f) C Ko(F) U Ko (F).




Niech Ko(f) :={y € R: xernVF(x) =0,y = f(x)}.
Twierdzenie (1)

B(f) C Ko(F) U Ko (F).

Twierdzenie (2)

B(f) € Ko(f)u [ Salf).

acR”




Niech f : D — R bedzie funkcjg gtadka. Przez i (f, D) bedziemy
oznaczac zbidr wszystkich pol wektorowych transwersalnych do
poziomic funkcji f € C>°(Dy, R) na zbiorze otwartym D C Dy, to jest

t (f, D) := {v € C®(Dy,R") : D C Dy, dy(f(x) # O}




Definicja

Niech f : D — R bedzie funkcjg gtadka. Przez i (f, D) bedziemy
oznaczac zbidr wszystkich pol wektorowych transwersalnych do
poziomic funkcji f € C>°(Dy, R) na zbiorze otwartym D C Dy, to jest

t (f, D) := {v € C®(Dy,R") : D C Dy, dy(f(x) # O}

Definicja
Niech v € C>*(D,R"™) bedzie gtadkim polem wektorowym okreslonym
na zbiorze otwartym D C R" j niech A C R". Okreslmy zbiory

M (v, D, A), h (v, D) w nastepujacy sposob

t (v, D,A) := {f € C°(Dy) : D C Dy, flp\a € C*(D\ A),

Oy f(x) #0dlax e D\ A},
M (v, D) := (v, D, 0).




Definicja
Niech v € C>*(D,R"),f et (v,D), y € R. Dla x € D oznaczmy przez

ox : Ix — D rozwigzanie integralne uktadu rownan x’ = v(x)
spetniajace warunek poczatkowy px(0) = x i przyjmijmy

Iy = {t € Iy : min{f(x), ¥y} < f(px(t)) < max{f(x),y}}.

Przez [f, y|2 bedziemy oznaczaé zbidr funkcji f* erh (v, D, f=1(y))
takich, Ze dla dowolnego x € D funkcja

Jx ot — (px(t) eR

jest ograniczona.




Definicja

Niech v € C>*(D,R"),f et (v,D), y € R. Dla x € D oznaczmy przez
ox : Ix — D rozwigzanie integralne uktadu rownan x’ = v(x)
spetniajace warunek poczatkowy px(0) = x i przyjmijmy

Iy = {t € Iy : min{f(x), ¥y} < f(px(t)) < max{f(x),y}}.

Przez [f, y|2 bedziemy oznaczaé zbidr funkcji f* erh (v, D, f=1(y))
takich, Ze dla dowolnego x € D funkcja

Jx ot — (px(t) eR

jest ograniczona.

tatwo zauwazamy, ze f < [f, y]5.



Definicja
Rozwazmy dowolng funkcje h € C'(Dy), Dy, C R". Powiemy, ze funkcja
h ma wtasnos¢ wiasciwosci na zbiorze E C Dy, jezeli zachodzi
warunek

(1) Vop,ce fim [x =00 = fim (x| = +oc.




Oznaczmy przez I zbidr wszystkich tréjek (v, h, f*), gdzie
v € C®(Dy,R"), h € C'(Dy), f* € C°(Dy.) oraz Dy, Dp, Dy~ s3
podzbiorami otwartymi w R".




Definicja

Oznaczmy przez I zbidr wszystkich tréjek (v, h, f*), gdzie
S COO(DV,RH), he C1(Dh), f*e CO(Df*) oraz Dy, D, Dy- sg
podzbiorami otwartymi w R".

| A,

Definicja

Przez Oy(f) oznaczamy zbior wszystkich trojek (v, h, f*) € I dla
ktdrych istnieje otoczenie U punktu y oraz zbior zwarty K C R" takie,
Ze zachodzg nastepujgce warunki




Definicja

Oznaczmy przez I zbidr wszystkich tréjek (v, h, f*), gdzie
S COO(DV,RH), he C1(Dh), f*e CO(Df*) oraz Dy, D, Dy- sg
podzbiorami otwartymi w R".

| A,

Definicja

Przez Oy(f) oznaczamy zbior wszystkich trojek (v, h, f*) € I dla
ktdrych istnieje otoczenie U punktu y oraz zbior zwarty K C R" takie,
Ze zachodzg nastepujgce warunki

(i) ve (f,f~1(U)),




Definicja

Oznaczmy przez I zbidr wszystkich tréjek (v, h, f*), gdzie
S COO(DV,RH), he C1(Dh), f*e CO(Df*) oraz Dy, D, Dy- sg
podzbiorami otwartymi w R".

| A,

Definicja
Przez Oy(f) oznaczamy zbior wszystkich trojek (v, h, f*) € I dla
ktdrych istnieje otoczenie U punktu y oraz zbior zwarty K C R" takie,
Ze zachodzg nastepujgce warunki

(i) v e (f,f~1(U)),

(i) h ma wtasnosé wtasciwosci na zbiorze f~1(U) \ K,




Definicja

Oznaczmy przez I zbidr wszystkich tréjek (v, h, f*), gdzie
S COO(DV,RH), he C1(Dh), f*e CO(Df*) oraz Dy, D, Dy- sg
podzbiorami otwartymi w R".

Definicja
Przez Oy(f) oznaczamy zbior wszystkich trojek (v, h, f*) € I dla
ktdrych istnieje otoczenie U punktu y oraz zbior zwarty K C R" takie,
Ze zachodzg nastepujgce warunki

(i) v e (f,f~1(U)),

(i) h ma wlasnos¢ wiasciwosci na zbiorze f~1(U) \ K,

(i) e [f,y]h O ifunkgia H: F-1(U)\ (KU (y)) = R

okreslona wzorem

8v(x) h(X )

(2) H(X) = 8V(X) f*(X)

Jest funkcjg ograniczong.




Definicja

Oznaczmy przez I zbidr wszystkich tréjek (v, h, f*), gdzie
S COO(DV,RH), he C1(Dh), f*e CO(Df*) oraz Dy, D, Dy- sg
podzbiorami otwartymi w R".

Definicja
Przez Oy(f) oznaczamy zbior wszystkich trojek (v, h, f*) € I dla
ktdrych istnieje otoczenie U punktu y oraz zbior zwarty K C R" takie,
Ze zachodzg nastepujgce warunki

(i) v e (f,f~1(U)),

(i) h ma wlasnos¢ wiasciwosci na zbiorze f~1(U) \ K,

(i) e [f,y]h O ifunkgia H: F-1(U)\ (KU (y)) = R

okreslona wzorem

8v(x) h(X )

(2) H(X) = 8V(X) f*(X)

Jest funkcjg ograniczong.




Niech f € C>*(R") i niech y € R.

Twierdzenie (3)

Jezeli Oy (f) # 0, to punkt y jest wartoscig typowg funkcji f. Doktadniej,
istnieje wtedy otoczenie U punktu y oraz pole v € (f, f~1(U)) takie,
Ze trywializacja funkcji f[;-1(yy : f~1(U) — U jest wyznaczona przez
catkowanie pola v.




Twierdzenie (4)

Niech y bedzie wartoscig typowa funkcji f € C>°(R"). Istnieje wtedy
otoczenie U punktu y, pole v erh (f, f~1(U)) oraz funkcja

h e C>=(f~'(U)) spetniajgca warunek wiasciwosci na zbiorze f~'(U)
laka, ze

@) H(x) = 20

av(x) f(X) ’

dla x € f~1(U). W szczegdlnosci zachodzi wtedy Oy (f) # 0.




Twierdzenie (4)

Niech y bedzie wartoscig typowa funkcji f € C>°(R"). Istnieje wtedy
otoczenie U punktu y, pole v erh (f, f~1(U)) oraz funkcja
h e C>=(f~'(U)) spetniajgca warunek wiasciwosci na zbiorze f~'(U)
laka, ze

8v(x) h(X ) .

(3) H(X):Wf(),

dla x € f~1(U). W szczegdlnosci zachodzi wtedy Oy (f) # 0.

Twierdzenie (5)

Punkt y jest wartoscig typowa funkcji f wtedy i tylko wtedy gdy
Oy (f) # 0.




Niech f : R? — R bedzie okreslona wzorem

Y

f(x,y) = dlax,y eR.

14 x2
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Niech f : R? — R bedzie okreslona wzorem

Y

f(x,y) = T 1 X2 dlax,y € R.




Niech f : R? — R bedzie okreslona wzorem

Y

f(x,y) = T 1 X2 dlax,y € R.

@ Funkcja f nie spetnia warunku Malgrange’a w punkcie 0, co wiecej
(Vi In|(x,y)?, ) ¢ Oo(f),



Niech f : R? — R bedzie okreslona wzorem

Y

f(x,y)= T 1 X2 dlax,y eR.

@ Funkcja f nie spetnia warunku Malgrange’a w punkcie 0, co wiecej
(Vi In|(x,y)?, ) ¢ Oo(f),

Q ((—2xy,2x2),In|(x,y)|?, f) € Og(f) = 0 jest wartoscig typowa,



Niech f : R? — R bedzie okreslona wzorem

Y

f(x,y)= T 1 X2 dlax,y eR.

@ Funkcja f nie spetnia warunku Malgrange’a w punkcie 0, co wiecej
(Vi In|(x,y)?, ) ¢ Oo(f),

Q ((—2xy,2x2),In|(x,y)|?, f) € Og(f) = 0 jest wartoscig typowa,
Q (Vf, 5x2+y2 + 5In(x?),f) € Op(f) = 0 jest wartoscia typowa,



Niech f : R? — R bedzie okreslona wzorem

f(x,y)= ] i/xz dlax,y eR.

@ Funkcja f nie spetnia warunku Malgrange’a w punkcie 0, co wiecej
(Vi In|(x,y)?, ) ¢ Oo(f),

Q ((—2xy,2x2),In|(x,y)|?, f) € Og(f) = 0 jest wartoscig typowa,
Q (Vf, 5x2+y2 + 5In(x?),f) € Op(f) = 0 jest wartoscia typowa,
Q (Vi,In|(x,y)?,y) € Op(f) = 0 jest warto$cia typowa.



Jezeli y jest wartoscig typowa funkcji f, to trywializacje funkcji f
mozemy uzyskac catkujgc pole wektorowe V 4f, gdzie g jest pewnym
tensorem metrycznym w otoczeniu poziomicy = (y).




Niech f;,f, € CY(D) i niech G C D. Zbiorem Milnora odwzorowania
(f;, ) : G — R? nazywamy zbiér punktéw Kkrytycznych odwzorowania
(f;, ) : G — R? i oznaczamy przez M(fy, f, G).




Twierdzenie (6)

Niech y € R bedzie wartoscig regularng funkcji f, Uy C R otoczeniem
punktu y, Ky ¢ R" zbiorem zwartym i h € C'(Dy,) funkcjg posiadajaca
wiasnosé wiasciwosci na zbiorze f~1(Up) \ Ko. Wiedy




Twierdzenie (6)

Niech y € R bedzie wartoscig regularng funkcji f, Uy C R otoczeniem
punktu y, Ky ¢ R" zbiorem zwartym i h € C'(Dy,) funkcjg posiadajaca
wiasnosé wiasciwosci na zbiorze f~1(Up) \ Ko. Wiedy

a) jezeli istnieje otoczenie U C Uy punktu y takie, ze zbior

M(f, h, f~1(U) \ Ko) jest ograniczony to punkt y jest wartoscig typowa
funkcji f,




Twierdzenie (6)

Niech y € R bedzie wartoscig regularng funkcji f, Uy C R otoczeniem
punktu y, Ky ¢ R" zbiorem zwartym i h € C'(Dy,) funkcjg posiadajaca
wiasnosé wiasciwosci na zbiorze f~1(Up) \ Ko. Wiedy

a) jezeli istnieje otoczenie U C Uy punktu y takie, ze zbior

M(f, h, f~1(U) \ Ko) jest ograniczony to punkt y jest wartoscig typowa
funkcji f,

b) jezeli M(f, h,f~1(U) \ Ko) jest nieograniczony dla pewnego
otoczenia U C Uy punktu y i istnieje zbior zwarty K C R", K D Ky taki,
ze funkcja |V h|/|Vf| jest ograniczona na zbiorze M(f, h, f~1(U)) \ K)
to punkt y jest wartoscig typowa funkcji f,




Twierdzenie (6)

Niech y € R bedzie wartoscig regularng funkcji f, Uy C R otoczeniem
punktu y, Ky ¢ R" zbiorem zwartym i h € C'(Dy,) funkcjg posiadajaca
wiasnosé wiasciwosci na zbiorze f~1(Up) \ Ko. Wiedy

a) jezeli istnieje otoczenie U C Uy punktu y takie, ze zbior

M(f, h, f~1(U) \ Ko) jest ograniczony to punkt y jest wartoscig typowa
funkcji f,

b) jezeli M(f, h,f~1(U) \ Ko) jest nieograniczony dla pewnego
otoczenia U C Uy punktu y i istnieje zbior zwarty K C R", K D Ky taki,
ze funkcja |V h|/|Vf| jest ograniczona na zbiorze M(f, h, f~1(U)) \ K)
to punkt y jest wartoscig typowa funkcji f,

c) jezeli dla dowolnego otoczenia U C Uy punktu y zbior

M(f, h, f~1(U) \ Ko) jest nieograniczony oraz dla dowolnego zbioru
zwartego K C R", K O Ky funkcja |V h|/|Vf| jest nieograniczona na
zbiorze M(f, h, f~=1(U) \ K) to dla dowolnego pola v i (f, f~(U))
zachodzi (v, h, f) ¢ Oy(f).




Niech f : R? — R bedzie okreslona wzorem

f(x,y) = y(2x?y? —9xy +12) dlax,y € R




Niech f : R? — R bedzie okreslona wzorem

f(x,y) = y(2x?y? —9xy + 12) dlax,y € R




Niech f : R? — R bedzie okreslona wzorem

f(x,y) = y(2x?y? —9xy + 12) dlax,y € R

@ Funkcja f nie spetnia warunku Malgrange’a w 0, co wiecej
(Vi In|(x,y)?, f) ¢ Oo(f),



Niech f : R? — R bedzie okreslona wzorem

f(x,y) = y(2x?y? —9xy + 12) dlax,y € R

@ Funkcja f nie spetnia warunku Malgrange’a w 0, co wiecej
(Vi In|(x,y)?, f) ¢ Oo(f),

@ funkcja f nie spetnia warunku p,- regularnosci w 0 dla dowolnego
punktu a € R?,



Niech f : R? — R bedzie okreslona wzorem

f(x,y) = y(2x?y? —9xy +12) dlax,y € R

@ Funkcja f nie spetnia warunku Malgrange’a w 0, co wiecej
(Vi In|(x,y)?, f) ¢ Oo(f),

@ funkcja f nie spetnia warunku p,- regularnosci w 0 dla dowolnego
punktu a € R?,

© funkcja h(x,y) = W ma wiasnos$¢ wiasciwosci na
zbiorze f~'(—1,1) oraz M(f, h,f~'(—1,1)) = (). Zatem na mocy

twierdzenia (6) punkt 0 jest wartosciag typowa funkgciji f.



= V(z)
h(w) [
f*(z) = f(z)

v(z) = Vf(z) Cauchy‘eg:jgz:mr:f;
h(z) - In(ja]’)
f(x) = f(zx)

nierownos¢
Cauchy'ego-Schwarza

_ o -



Definicja
Niech f € C>*(R") i niech K C R" bedzie zbiorem zwartym. Ustalmy
funkcje h € C'(R" \ K) posiadajaca wtasnos¢ wiasciwosci naR" \ K
oraz pole wektorowe v € C>(R"). Przyjmijmy




Definicja
Niech f € C>*(R") i niech K C R" bedzie zbiorem zwartym. Ustalmy
funkcje h € C'(R" \ K) posiadajaca wtasnos¢ wiasciwosci naR" \ K
oraz pole wektorowe v € C>(R"). Przyjmijmy

YY(f):={x e R": d,f(x) =0},




Definicja

Niech f € C>*(R") i niech K C R" bedzie zbiorem zwartym. Ustalmy
funkcje h € C'(R" \ K) posiadajaca wtasnos¢ wiasciwosci naR" \ K
oraz pole wektorowe v € C>(R"). Przyjmijmy

YV(f) .= {x e R": 9,f(x) = 0},
Kee(f) = {y € R: Fpcxvn Jim x| = +oo, lim f(xc) =y},




Definicja

Niech f € C>*(R") i niech K C R" bedzie zbiorem zwartym. Ustalmy
funkcje h € C'(R" \ K) posiadajaca wtasnos¢ wiasciwosci naR" \ K
oraz pole wektorowe v € C>(R"). Przyjmijmy

YV(f) .= {x e R": 9,f(x) = 0},
Kee(f) = {y € R: Fpcxvn Jim x| = +oo, lim f(xc) =y},

av(x) h(X)

H(X) N 8v(x)f(x)

dlax € R"\ (K UX,(f)),




Definicja

Niech f € C>*(R") i niech K C R" bedzie zbiorem zwartym. Ustalmy
funkcje h € C'(R" \ K) posiadajaca wtasnos¢ wiasciwosci naR" \ K
oraz pole wektorowe v € C>(R"). Przyjmijmy

YV(f) .= {x e R": 9,f(x) = 0},
Ko (f) :=={y € R: 3x)cxvn) Jim |Xk| = +o0, lim. f(xk) = y},
av(x)h(x)

8v(x)f(x)
KLMH(F) = {y € R\ KL(F) : 3 )cre Jim (x| = +o0, lim f(xc) =y,

fim [H(x)| = +oc}.
k—00

H(x) := diax € R"\ (K UX,(f)),




Definicja

Niech f € C>*(R") i niech K C R" bedzie zbiorem zwartym. Ustalmy
funkcje h € C'(R" \ K) posiadajaca wtasnos¢ wiasciwosci naR" \ K
oraz pole wektorowe v € C>(R"). Przyjmijmy

YV(f) .= {x e R": 9,f(x) = 0},
Ko (f) :=={y € R: 3x)cxvn) Jim |Xk| = +o0, lim. f(xk) = y},
av(x)h(x)

8v(x)f(x)
KLMH(F) = {y € R\ KL(F) : 3 )cre Jim (x| = +o0, lim f(xc) =y,

fim [H(x)| = +oc}.
k—00

H(x) := diax € R"\ (K UX,(f)),

K" (f) == KGMM(F) U KX (f)-




B.o(f) ¢ K%(1).




B.o(f) ¢ K%(1).

.

Twierdzenie (7)

Jezeli funkcja f jest wielomianem, funkcja H jest funkcjga wymierng i
pole v spetnia warunek

v(x) =0« Vi(x)=0

to zbior K%" (f) jest efektywnie wyznaczalny.
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