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6 RESInUACH'FORﬂ HERGHORF ICZHYCH
A. PYosk! {Kielce}
8. Wstep. Residuum res ;Lg%dv) formy meromorficzne;j de-

finiowane zwykle przy pomocy cazki lul» rozwiniegcia Laurenta spei-

nia zwigzek .

o~
N

B2) 40y = 1im (=
5o f(z) .

gdzie sumowanie dotyczy rozw1qzan £(z) = w lezqcvch dostatecz~
nie blisko zera. =

Fozmula powyzsza pozwala przenxesc po:qc;e residuun na przy-
Aﬁadek wlelowymiarowy-bez cdwolgwanla sie do teorii_c;lkowanla . na
-fczmai;oééiach:(pér.}[3}, {4}) lub 2aawansowaﬁy¢h.érodk6w algebry
przéﬁiénnej‘(pér; {91, [5])' Ujecie tékié pe&eynbwane przézvréinyfh
4utorow zostalo naszklcowane w monografii i1}, Wbrew tradycii wy-
-~k2adu Jednowymlarowego mowimy tutaj o residuum formy roiniczkowej
.Ta nie o resxduum funkcji, gdyz to drugle pojqcie nie ma charaktew
f:ru nlezmlenniczego £ mcze powodowac zamieszanie juz w teorli funk-
_ch na 191‘- C U (=). ' : ' ' : '

Celem tego artykulu jest krétkie przedstawienle na;wainiej—
: szych wlasnoéci residuow oraz wskazanle pewnych zastosowan w ge-
.ometrli analitycznej zespolonej Inne ciekawe zastosowania »Czy»

telnlk znajdzie w cytowanej Literatuxze. gy



o ——————.

z&ef

1. Podstawowe wlasnofci residudw. Rozwazmy odwzorowanie ho-

lomorficiné wiasciwe £ = (fl,...,fn)_ obszaru U przestrzeni
n

c w obszar V. tej samej przeStrzeni. Wowczas f jest nakry-
ciem analitycznym, dokiadniej, jeZell S = {2z & U 3 Jf(z) = 0}
: af

{oznaczamy: Jf det ( )) jest zbiorem punktdw ktytYéznych

to s i £(s) sa zbioramz analitycznymi odpowiednicow U 1 V,

a odwzorowanie indukowane U’ 3 z > f£{z) € V  obszaru U = U\S

E

obszar V. =V \ £(S) ‘jest nakryciem topologicznym. Co wigce]

h

ma skonczone widkna.

TWIERDZENIE (1.1) (O ODWROTNOSCI JAKOBIANU). Przy podanych
wysed oznaczeniach i zaXozeniach, dla kaidej funkeji h  holo-

morficznej w obszarze U funkcja

h(z)

e ¢
Jelz)

V-£f(S) 2w+ E
: zef L (w)

'przed%uia sig do funkcji holomorficznej w obszarze V.

Dowdd powyzszego tw;éidzehia Czyteinik_znajdzie‘w'mongg:afii
[1}. Tutaj zauwatymy tylko, e bblomorfiéznoéé ’funkcjii
2. 'gufgy w oﬁszarie V< f(s)>r jéét iatwq kcnsekwench
1w % £ 3 e E 4
klasycznego therdzenia Q funkcjach ukalanych,.'istotavpfoblemu
polega wiec na przedluzenlu funkcji na zbiér f(S). Standardowe

rozumowanie oparte na tw1erdzeniu Riemanna zawodzi, gdyi nuzjest

'tu latwo sprawdzié 1oka1nq ograniczonoéc w punktach f(s).

"Niech teraz £ = (fl,;;.,fh) dezie qdwzorOWAniem holomorf

- ficznym pewnegc obszaru przestrzeni"¢n  W te‘przestIZeﬁ'i niech

z bedzie zerem izolpwanym'ddwzorbwahia £. Wdowczas istnieja



V. punkty io i 0 takie, fe od-

dowolnie male otcczenia U,
M T

wzorowanie Uz =z » f(z2) G'vo jest wlaéciwé, a £ niemaw
o - .
8. innych zer oprdcz =z _.
N : ‘ i
DEFINICJA (1.2). Dia Kaidej funkcii 'h  holomorficznej w
otoczeniu z ‘definiujemy:

hi{z)’

res, ‘?‘T%T‘” d? Kiwwn dz ) lim A ‘E”TET*’
o 1 , | CE(S)H-0 zsf'ltw) f

W powyiszej definicii s’ jeat_zbiorem punktdw krytycznych
£. Gdy Z, jest punktem regularnym' £, to oczywidcie :

res T AR} & .
Z, £ye.of Jt(zos

Tutaj i dalej oznaczamy dz = dil A ...'A.dzn." : :
E définicji residuum orai z twierdzenia o odwrgthaéclvjako-

- bianu wynika tatwo nastepujacy

'WNIOSEK (1.3). Jeteli f£.= (£f5,...,£) : U+ YV jest wias-
véiwym qdwzorowanie¢ hblomorficznym obszaréw ptzestrzeni c“,. te

funkcja

- £ res_{ - Y — dz)

. . ‘& : D ' Jien
g hay oot T b U m )

jest holomo:ficzna w 6bszarze V.

Zestawione nliej wlasnoéci 1oka1ne residw&n 83 trudniejsze.
“do udowodnienia tpor. [1], Chap. I). Dia ustalenias uuagi sakla-'
vdamy, e wazystkie !unkcje wystqpujqce ni!ej 88 holomorficzne w-'
x_otqueniu zera: o,e < ¢ A odwzorouanla  £-= tfl....,fn)'-Agraz

§'= (gl,..;,gh) 'hajq w tym punkcie zero izolowane.



I. Jezeli h =

Aalfl * eaa * qnfn;-‘wspozcgynnlki Ay sverdp

holomorficznel!, to

R
<7 SR Lo dz)

o fl"'f
- I¥. Jezeli 9y = agf, + ... ainfn,A a = det (aij)‘ to
h . ah
res (Efjtjg— d?) = ?gso (———dz}.

191. . .qn <

hh .
III. Jezel; res (;—~——E~ dz} = 0 dla wszystkich h” holo-

morfxcznych w otoczeniu zera, to h = alfl * gea ik a f dla pew—

nych holcmorficznych wspolczynnikowv al,...,an

Wiasnosci I i III_daj§ Iaczﬁig twierdzenie o 19k§1nej_dwoi-
_stoscl, wiasno§é II  jest nazywana formulg tranéfcrmacji {ang.
.transfornatzon formula) Ostatnio 8. Biernat podaI W pracy {2}
xnteresujch fcrmule ‘pozwalajacg sprowadzic cbliczenie residuum
do przypadku Jednowymiarowego. Formula ta lmplikuje wlasnoéé I 8
byé moze oxaze sie uzyteczna W podaniu ptostych dowoddw pozosta»

Tych dwéch wIasnoécx.

UWAGA. W pracy {6] J. Lipmén_i B. Teissier,'stosujqc przed-
stawienie calkowe residuum, udowodnili'nastqpujagq wersje twier-
dzenia Skody-Briancona: :

jezeli;gradient: grad h = é%L,.n.,gglj funkcji holomorficzned
N5 1 k8ol 1 ; _ .

h ma zero izolowane w punkcie ¢ € €%, to

P P 3 i . oh
h = 'a — . o+ A r————
,1 azl ; n azn

(ai,.r.,a holomorficzne w.otoczeniu 0).

n



ByXoby 7z c¢q clekawa udowqdnlc powyisze twierdzenie bez od-

wciywanla sie do przedqtawzenla cakkowegcu

2. Teierdzenia typu Maxa ﬁoethera. Bedzieny Sigeowali stan~-

dardowe oznaczenla:i‘or& =h +to rzad funkeji holcmo;ficzne; h

g A
. o
w punkcie Zor ;nz h 0 forma poczqtkowa { foxma gednorodna roz-
: e} h
‘poczynajaca rcaw1nlqcie Taylora funkc:x h . woke* ZO);’{_ng h

jest Wwielomianem, to jego stoplen oznaczamy deg h., . Nié¢5"~ £f =

»(fl"“'fn) bedzle odwzorawanlem holomorflcznym poszada;acym zero

izolbwane w punkcie ‘zb = C Seug 1okalnego twierdznnla Hxlberga )
‘zerach wynika 1stn1en1e liczby cazyowitej e > O takxe;, .ze-ﬁla'

bkaZde3 funkcjl holomorflcznej h w otoczeniu z znlkajacej w

Q'

zachcdzl relacja nP = alf ool * a, f _(éi,...,an hqio—

'morficzne W otoczenlu zo}.' Na;mnlegsza licsz o 0 tej wlasno-

ZO,.

sci nazywamy wykladnlklem Noethera o&wzerowania £ w punkc1e zg

1_oznaczam1~ pz (f)w Latwo dcwodz1 sxe, ze zachcdzx
: o :

WLASNOSC (2. £y Wymladnik 0y (f) jest najmnieiszy licabq
.cakkowita P > 0 takq, ze dla kazde) funkcjx holamorflcznej h,

o. %

jesli ord, h_a_p,’ to. h_— a,f 1_+ S F anfn' (al,...,a holo~
morficzne w ptoczeniu..zé).' 0y :

Dalej dla ustalenxa uwagi przyjmujemy 25 = 0: Mamy nastg-

"puJace"
TWIERDZENIE (2.2). Niech f = (fi,;;;;f ) bedzie - odwzoro-

.wanezm Pclomorficznm o zerze xzolowanym W punkcie 0 e o®, _wtedy.

,.(aj'.peif) b wtedy i t;lko wtedy, gdy ine) # o.  .

{h) oc(f} 2 ord Jf + 1.

U ABE R E)- B E: (ord £ ’- 1) + 1, ‘réwnosé zachodzi wtedy i
PR, B - T AR e = .



" tylke wtcdy;vgdy odwzorcowanie _{inofl....,inofn);vmnA+

ca. ma zero izolowane w @ € e,

Dowé d. Wiasnoié {a) wynika latwo z twierdzenia o funk-
ciach uwikZanych. Aby sprawdzié (b} zauwaimy, Ze

) ol : ; sk .n
res {(——=——dz) = krotnoéd f w 0 € € # 0,
. S e :
: Sty !
a wigc na mocy wiasnosci I residudw, nie istnieje relacja posta-
ci Jg = élfl + “es +van_fn lal....,an holomorficzne w otocze-
niu 0); zatem nie moZe byé ord, Je 2 o (£}, staé (b). Nie-

réwnodé ‘w warunku (¢} wynika 2 (b}, poniewaz ord Jg 2
n , SET i
(ordd fi - 1). Dowdd warunku charakteryzujacego rdéwnosc po-

T2 P

=1
any. jest w pracy [71.

Niech teraz £ =-(f1,....fn) : cn.*'Qn 'bedzie‘ edwzorowa~
niem wielomianowym i niech If 'bgdziefidealem pierscienia. wie-

lomiandw ganerowéhym przoz‘skladowe"fl,f..,f . Ideal 'If skla-

n

da si¢ wiec 2z wielomianéw"postaci alf1,+ v ¥ anfn‘ gdzie

_al..;.,an

runek Noethera wzgledem £ w purkeie z € f'1(0), gdy h =

sa wielomianami. Méwimy, Ze wielomian h speinia wa-

v holomorficz-

nych w otoczeniu Z - Przypomnijimy dobrze ‘znane, klasyczne

alfl +....A+ anfn fd;a pewnych’funkcji alf...,a

TWIERDZENTE NOETHERA (2.3). Niech £ = (£;,...,f ) :¢"~>¢e"
bedzie odwzorowaniem wieloﬁiéndwym takim, 2e zbhiodrx 'f-I(O}‘ jest
skonczony. Jeieli wiéiomian h . speinia warunek Noethera wzgiqdén

f w kazdym punkcie_ 20 e £71(0), to 1 & Ig.

Z powyiszego twierdzenia oraz z definicii . wykladnika HNoe-

thera Iatwo wynika
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L

WNIOSEK {Z. 4} Dla kazdego wielomianu  h zerujgcego ‘ sie

na £ (0) mamy

maxie, {(£))
M PR S O
Co wigcej, max (pz‘ (.f'))' jest najmniejsza licibq catkowita p> 0O
o i
taka, ze hp,e If.

WAGA Stosujac twierdzenie Bézouta oraz tatwy do spraw-
dzenia nierdwnosé pz (£) = (krotnosé £ w punkcie z,) spraw-

. n _ : .
dzamy, 2ze p {£) '35} deg f 3 Nie wiem, czy to oszacowanie
Zo Ci=]

Jest optymalne. Dokladmej, czy dla dowolnych liczb calkow;tych

dl %o i 'dn >0 Lstnieje odwzorowanj.e w1elom1anowe £f= (f.l, v ,f )

takie, ze deg fi = di dla i= 1,...._n oraz (f) I‘{ d ?

3. Twierdzenie Eulera-Jacobiego i jego uogdlniemia. Dla kaz-
dego ‘wielomianu n zmieixnvch P € e{'zrl,..'.,zn'}, . {wielomian P
utozsamx.amy z odwzorowamem Pt * c) o’zxia-c_za_my‘ P jego "ajed~ '

norodm.enla", za’aem ",P ™ c[zo,zl,...,z ] 'A jest forma, jednorodng

2 < e
degPP( % ’“_'___g ).
0

stopma deg P. takq, ze P{zo,zl,...,z y= 2 5
o

Symbolem P oznaczamy sumg jednomza‘now stopm.a deg P wystepu-
jacych w wxelom:.am.e P, Przestrzen tzutowq En quzlemy roz-_

wazaé )ako przestrzen G.‘ z dolqczona hyperplaszczyznq zo = 0.

Réwnanie P =0 o{u-esla w . P" czeéc wspolnq hyperpowierzchm

p=0 i _hyperplaszczyzny_ z, 31:',&.

J'éée'li' £ = (£ 1rereefy) :b e® 4+ ¢t jest odwzorowanlem wielo-
; mla'xowym to warunek "hyperpaw1erzchnie fi—- O (1 $:31.5 n) xij.e.
majq wspclnych punktow W meskonczonosc;" oznacza,’ zZe uklad rcwnan

f-i = 0. (1 sis n}‘ ma w_qucznie rozquanie (0,...,0).
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TWIERDZENIE (3.1) (Bulera-Jacobiego}. Niech f§=(f1,".,fn)
bedzie odwzorcowaniem yielomianowym przestrzeni c” sbeln-iajqcym
warunkis : ‘ '

(1) 0' jest wartosc:.q xegularnq £,

' ik hyoerpowzerzchnle fi =0 (1 s i n) nie maig wspél—'

nych punktdow w nleskonczonoscz._

wtedy dla kazdego wielomianu. h ‘takie_go, ze deg h =

n .
£ (deg £; - 1) -1 spelniona jest réwnosé
§=1 : ks

hiz)
Jf(g)

“1io)

"Dow o d (Chwax’xski). Ro’waZmy odwzorowanie w.\.elomianowe _
n+i :

g : i, e dane wzorem g(z ,z) (f (z ,z),...,f (z.,2),2 ).
Punkty pos'taf*i {t, 0) (t # 0) sa wartoéciami regularnyml adwzo-
rouania g & Jak latwo sprawdzié ’

h(z ,z) - deg h - Z (deg fi-l) ; _
5 £ i=1 > h(z) .
(z,.2z)eg "(t,0) _ M ' . .zef 7(0)

"2 wniosku (1.3) 1 2z th.erdzema o odwrotnost. jakobianu wynika, .
ze: rczwaéana suma Jest funkch holomarficznq dla t # 0, a w1qc

ma gra'ucq, gdy t > 0. Poniewaz deg h - 2 (deg f - 1) < 0 _

: : R S
‘zatem musi byé = ;—-‘% =.'0‘. G v

'rwzerdzenie Eulera-Jacobxego ma wiele interesujacych zasto-—.
_'sowan (por. [3), {4 {5]), nad ktérymi nie bgdziemy sie tutajA
zatrzymywah. Jak pokazal Ph. Griffiths zalozenie (.\.) motna opus- :

'clc, Jesli stosowme okreslic sumg S.‘.' l"‘Z)/ (z)'
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TWIERDZENTE (3.2) (wersja Griffithsa twierdzenia Eulera -
- Jacobiego)}. Zakladamy, Ze hyperpowierzchnie £,=0 (1sisn)

nie maja wspdélnych punktéw w nieskofczonoSci. Wtedy

h
b - resz { dZ!’ =' 0

z Tz
“ze£72(0) Fireorfn

dla wszystkich viielomian’éw: h spelniajacych warunek deg h S
n ’ ; i '

Z  {deg fi - 1} ~ 1.

= : :

‘Dowéd. Z zatozenia o braku wspélnych punktéw w nieskof-

‘czbnoéci_wynika wlaééiWQéé £ = {fl,...,fn-)-. Na n;iocy- €1.3) funk-

: h. it -
cia w =+ X res_ ( - : dz est funkci holo-
2 N S e (g, - W) ik i

morficzng, 2z twierd'zenia.-vw.l) wyn_ika, 2o -fun_kc'ja- ta jest rdwna
zeru na zbiorze wartosci 're_gularm'(ch odf.qlzorowania._ £, stad jest
ona réwna »tozsamqiécim_;vo zeru, it . :
‘Abyvpcda-é zaétbsowanie twiérdieni.a_ (3.2) Q_'geometri:i rzutoe-
wel przypommjmy kllka def1nic31. :
. Hyperpomienzchnm £ 0w brzestrzem rzutowe] IP’? nazy-
wamy zbidr form 1ednorcx.‘myc!'x postaci cF (Cj‘ 03. Jeieli z =
(zl,...,zn) U~ _¢ ”jest mapq afiniczna (zat’em U jes‘t zbio-
rem otwartym w'_VIPn pawstalym przez usuniacxe hyperplaszczyzny
To= 0},V to rownanle F/L 0 (m'= deg F) nazywamy" rownamem
hyperpowierzchni ‘P =0 W zbiorze .U. Ro.zwaimy teraz ukiad hy-
perpowierzchni 'Fi,,= (4] (1 £ 4 Sni prze’"inaja,;—cych: siq'w‘ skofi~

czonym zbiarze punkfow SCE J Formg wymierna_ ¢ na przestrze-

ni 'IPn razywamy stowarzyszorxq z, ukladem F =9 (1< ism), je-

5el,. dla kazded mapy aflnlcznea z ': g = " jest Q _E__t_x__f__ 4z,
1“. n :

gdzie 'f'i = 0 jest réwnam.em hyperpow;.erzchm. F =0 w zbio-
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n jest tak dobrana, ze

rze U. _3eéeli Pp+S imapa z:U0U ¢
punkt' P ma wspélrzqdne afiniezne (0,...,0), to - przyimujemy

h ' : )
resP Q= res 5;————;—-6:). okreslenie to nie zalezy od wyboru
1 ;

mapy.

TWIERDZENIE (3.3) {o residuach). Jezeli @ jest formg wy-
mierng w Zmn stowarzyszong 2z ukiadem hyperpowierzchni Fi =9
22 O A i n) przec;najqcy ch s1g W zb orze skoﬁczonym S, to

> res_ o = 0.
pas p e
‘Dowéd powyiszego twierdzenia otrzymujemy 2 twierdzenia (3.2)
sprawdzajac, ze jesli 21U » e jest mapa afiniczna taka, ze
'Scuy, tow mapie tei Q= ;——E——— dz, y gdzie  deg h 3

fl...fn

z (deg f - 1) - 1. Twierdzenie (3.3) uogdlnia sie na formy

meromorficzne na zwartych rozmaitosciach holomorficznych, wymaga

to uzycia ﬁwierﬂzenia‘Stokegé fpoxr. [41).

w zwiézku 2 twierdéeniem Eulera-Jacobiego Profésor, Z. Cha—,_
" rzynski postawil nastqpujqce pytanle" dla‘jakich_wiélomiaﬁéw h:'
"speiniona jest_formula luf?y 0 » 1§dy ; gyperpowierZCBnie
"EI =4§1 il s i'S n) majq wspolne punkiy W nieskonczonosc1? Pew-
;1ne twierdzenia zwxqzane z tym pytanlem otrzymali G. Biernat i
» autor. Aby przedstawié tu gléwny regultat pracy {8} dla kazdego3

odwzorowanla wielomlanowego, f = (fl,...,f ) .,c ¢n :,o skon-
_czonym wiokn;e = (0) wpxowadzamy qznaczenie.
p(f) = max {p: deg h S p
Py i

- == = .. .res ‘(———-——~ dz) = 0}.

- : z A
e linn : ‘?1 f
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Jezeli hyperpowierzchnie fi = 0 £1:5°1 S n) nie majy wspdlnych
punktow W nieskonczonoéci to twlerdzenia £3.2)  wynika, ze

p(f) E (deg fi - 1) = 1. Ponadto Xatwo sprawdzié, ze p(f) s
‘ i 4 ; ] | .

'deg 3, = 1S }Z.‘(deg £, - 2551 Charakterystyka pa(f) = jest
“wiec "globalnym" bdpowzednikxem-wyk;adnikavHoethera} 2aidzmy te~
.raz, 2e hyperpowxerzchnle £i =0 (153 S'h)‘ przeéinajq-sig Q
:nleskonczonosci W skonczénym zbiorze punktéw s i dla kazdego
o L
(151 S h) w pubkcie_ Po. 0czyw15c1e wykladnlk pp dgf;nluge-

wykkadnik Noethera hyperpowierzchnx fi-O

my jakd.wykladnik'OdwzéroWania holomorficznego utworzonego przez
zestawienie_réwnéﬁ afinicznych rdtwaian&ch ’hyperpéwderzchni W
pewnej mapie.afinicznéj wokél punktﬁ T
; THIERDZENIE (3.4) (pcr. {8]). Przy thowadzonych oznacze-
nlach . 5 zaZoveniach-» p(f) 2 2: (deg fi - 1) -1 = max  {p.),
: : P b
Dowdd  powyiszego twietdzénia qpiera sig 'na twierdzeniu o)
‘residuach; wykXadnik Ncetheré'poéwélalsformu&éwaé ptdsty warunek

dqétateczny na to, byvreéidua w nieskoficzonosci znikaly.
Zanctujmy jeszcze_dwa wnioskijz podanego twierdzenia.

VWVIOSEK (3.5).. Jezeli hyperpcw;erzchnle Ei = 0  (1$ i$ n)
przecina:q sie transwer=alnie {= z krotnosci@ 1)  we wszystklch

punktach w n.eskonczonoscx, to plf) & EI (deg fi - 1) -2
. . i=1 _

WNIOSEK (2.6). Jezeli hyperpowierzchnie Afi =0 (1s5isn)
nie . majz w ziioskoﬁcz'onoéci wshélﬁej styc’znéj' {tzn. w punktach P&
SQ s*ozki styczne do therpowxer"chni majq tylko wxerzcholek j

‘wspﬁlny .1»zadna z h;pe:powlerzchni- fi = 0'~’nie jest ukZadem-



hyperplaszczyzn przechodzacyech przes punkt p € §

o

to . p(f} 2

B - 2.

Drugie zaXozenie wniosku {3.6)} jestiistotne: odwzorowanie
£ 1 €% o c2 dane wzorem 'E(x,¥) = (Y"-1,xy+y") (m 21, nz2)
speinxa tylko pierwsze zatozenie i pif) = -1 (pi{f) = -1 ozna-
cza, e Jedynym wielomlanem spelniajqcym relac:q Eulera-Jacoble-
go jest wielomian zerowy). zauwaamy Jeszcze, ze iesli odwzorowa-
nie £  speinia zaloienia wgiosku (3.6), to deg Jf.a‘p(f) + 1=

n-l.

UWAGA, 2 twieidzenia (3.4) 'wynika, oszacéwanie pif) s

T {(deg £, - 1) - 1 + u,(f) -~ l‘l ‘deg f (u{f) = 2 mult £)
i=1 o i=1 .

. . zef (0)
bgdqce odpowiednikiem oszacowania Bertlniego dla wysladnika Noe~

thera (por. [71). czy cszacowanxe to jest prawdzlwe bez zaloze-
nia, ze hyperpowierzchvie f =0 {115 n} przecinaja sig w

niesaonczonosci w skonczonej liczbie punktdw?
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