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Deformacje osobliwos$ci

Niech f, : (C2,0) — (C,0) bedzie osobliwoscia izolowana.
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Deformacje osobliwos$ci

Niech fy : (C2,0) — (C,0) bedzie osobliwoscia izolowana.

Deformacja osobliwosci fy nazywamy kietek funkcji
holomorficznej f = f(s, z) : (C x C2,0) — (C,0) taki, ze
Q 1(0,2) = f(2),

Q f(s,0)=0.
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Deformacje osobliwos$ci

Niech f, : (C2,0) — (C,0) bedzie osobliwoscia izolowana.

Deformacja osobliwosci fy nazywamy kietek funkcji
holomorficznej f = f(s, z) : (C x C2,0) — (C,0) taki, ze
Q 1(0,2) = fo(2),

Q f(s,0)=0.

Deformacje f(s, z) osobliwosci f traktujemy jako rodzine (fs)
funkciji, fs(z2) := (s, 2).
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Deformacje osobliwos$ci

Niech f, : (C2,0) — (C,0) bedzie osobliwoscia izolowana.

Deformacja osobliwosci fy nazywamy kietek funkcji
holomorficznej f = f(s, z) : (C x C2,0) — (C,0) taki, ze
Q 1(0,2) = fo(2),

Q f(s,0)=0.

Deformacje f(s, z) osobliwosci f traktujemy jako rodzine (fs)
funkciji, fs(z) := f(s, z). Deformacje postaci fs = f + sg
nazywamy deformacija liniowa.
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Liczba Milnora

Poniewaz fy jest izolowang osobliwoscia, fs ma tylko izolowane
osobliwosci blisko 0, dla wystarczajgco matych s. Zatem dla
wystarczajgco matych s mozemy zdefiniowac liczbe s

ps = p(fs) = dime Oz/(Vs),

zwang liczba Milnora fs, gdzie O» jest pierscieniem kietkow
funkcji holomorficznych okreslonych w otoczeniu 0, natomiast
(Vfs) jest ideatem w O, generowanym przez Vfs.
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Liczby Milnora

Problem

Dla zadanej osobliwosci f; jakie liczby Milonra moga osiggac jej
deformacje?
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Skok liczby Milnora

Poniewaz liczba Milnora jest pétciagta z géry w topologii
Zariskiego w rodzinie osobliwosci, zatem istnieje otoczenie S
punktu O takie, ze

@ us=const.dlase S\ {0},
Q po>psdlase S
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Skok liczby Milnora

Poniewaz liczba Milnora jest pétciagta z géry w topologii
Zariskiego w rodzinie osobliwosci, zatem istnieje otoczenie S
punktu O takie, ze

@ us=const.dlase S\ {0},
Q po>psdlase S

Statg réznice pg — us (dlas € S\ {0}) nazywamy skokiem
liczby Milnora deformacji (fs) i oznaczamy \((fs)).
Najmniejsza niezerowa wartos¢ wsréd skokow deformaciji
osobliwosci fy nazywana jest skokiem liczby Milnora f, i
oznaczana \(fy).
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Fakty dotyczace liczb Milnora i ich skokow

@ Dodatkowe warunki na f;
e Gusein-Zade: pokazat, ze jesli f jest nierozktadalna to
M) =1
o Brzostowski, Krasinski, Walewska: badali liczby Milnora
osobliwosci jednorodnych, w szczegolnosci pokazali, ze
jesli f1(x,y) == x"+y", to \(f§) = [3]
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Fakty dotyczace liczb Milnora i ich skokow

@ Dodatkowe warunki na fy i na rodzine (fs)

o Walewska: wykazata, ze w rodzinie deformaciji
niezdegenerowanych A" (fl") = n — 1

o Walewska badata liczby Milnora dla osobliwosci
niezdegenerowanych i dogodnych w szczegdélnosci dla
osobliwosci quasi-jednorodnych w rodznie deformacji
niezdegenerowanych

e pokazatam, ze dla osobliwosci jednorodnych i deformac;ji
liniowych \"(fy) = n — 2

e uogolnitam fakt w przypadku, gdy f, jest osobliwoscig
quasi-jednorodng fo(x, y) = x*y/(xP + ... + y9), to

1 P=q,k+1+p=2

. k+l+p—-2 ,p=qk+I+p>2
() = ¢ 1 P#qp|ap+k<2
p+k—1 P#qplqpt+k>2

NWD(p,q) ,ptq
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Liczby Milnora

Problem

@ Dla zadanej osobliwosci f; jakie liczby Milnora moga
osiggac jej deformacje o zadanym rzedzie?
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Liczby Milnora

@ Dla zadanej osobliwo$ci f; jakie liczby Milnora moga
osiggac jej deformacje o zadanym rzedzie?

@ Dla zadanej osobliwosci f; jakie liczby Milnora moga
osiggac jej deformacje liniowe o zadanym rzedzie?
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Liczby Milnora

@ Dla zadanej osobliwo$ci f; jakie liczby Milnora moga
osiggac jej deformacje o zadanym rzedzie?

@ Dla zadanej osobliwosci f; jakie liczby Milnora moga
osiggac jej deformacje liniowe o zadanym rzedzie?

@ Dla zadanej osobliwos$ci jednorodnej f; jakie liczby Milnora
moga osiggac jej deformacije liniowe o zadanym rzedzie?
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Liczby Milnora

@ Dla zadanej osobliwo$ci f; jakie liczby Milnora moga
osiggac jej deformacje o zadanym rzedzie?

@ Dla zadanej osobliwosci f; jakie liczby Milnora moga
osiggac jej deformacje liniowe o zadanym rzedzie?

@ Dla zadanej osobliwos$ci jednorodnej f; jakie liczby Milnora
moga osiggac jej deformacije liniowe o zadanym rzedzie?

Problem powstat przy dowodzie petnej charakteryzacji
osobliwosci o skoku liniowym 1.

Aleksandra Zakrzewska Liczba Milnora liniowych deformacji o zadanym rzedzie



Diagramy Enriquesa

Do badania deformacji liniowych uzywane sg diagramy
Enriquesa oraz rezultat M. Alberich-Carraminiiany i J. Roé.
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Diagramy Enriquesa

Do badania deformacji liniowych uzywane sg diagramy
Enriquesa oraz rezultat M. Alberich-Carraminiiany i J. Roé.

Dowolnej osobliwosci mozna przypisac¢ jej diagram Enriquesa
D, ktory reprezentuje proces rozwigzania osobliwosci. Jest to
skonczony graf z dwoma rodzajami krawedzi i z wyréznionym
korzeniem R. Dodatkowo kazdemu wierzchotkowi mozemy
przypisac liczbe v(P), ktéra reprezentuje rzad kolejnych
transformat wtasciwych fy w P.

1
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\

2 1
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N

Rysunek: Osobliwo$¢ x2 — y3 =0
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Twierdzenie M. Alberich-Carraminana i J. Roé

M. Alberich-Carramifiana i J. Roé w ich pracy ([1]):

@ podali warunek konieczny i wystarczajgcy, aby dwa
diagramy reprezentowaty dwie osobliwosci takie, ze jedna
jest liniowg deformacja drugiej,

@ warunek ten jest w formie relacji miedzy diagramami; jest
to numeryczny warunek mozliwy do sprawdzenia dla
dowolnych dwdch diagraméw.
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Liczby Milnora

Problem

@ Dla zadanej osobliwosci f; jakie liczby Milonra moga
osiggac jej deformacje o zadanym rzedzie?
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Liczby Milnora

@ Dla zadanej osobliwo$ci f; jakie liczby Milonra moga
osiggac jej deformacje o zadanym rzedzie?

@ Dla zadanej osobliwosci f; jakie liczby Milonra moga
osiggac jej deformacje liniowe o zadanym rzedzie?
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Liczby Milnora

@ Dla zadanej osobliwo$ci f; jakie liczby Milonra moga
osiggac jej deformacje o zadanym rzedzie?

@ Dla zadanej osobliwosci f; jakie liczby Milonra moga
osiggac jej deformacje liniowe o zadanym rzedzie?

@ Dla zadanej osobliwosci jednorodnej f; jakie liczby Milonra
moga osiggac jej deformacije liniowe o zadanym rzedzie?
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Liczby Milnora

@ Dla zadanej osobliwo$ci f; jakie liczby Milonra moga
osiggac jej deformacje o zadanym rzedzie?

@ Dla zadanej osobliwosci f; jakie liczby Milonra moga
osiggac jej deformacje liniowe o zadanym rzedzie?

@ Dla zadanej osobliwosci jednorodnej f; jakie liczby Milonra
moga osiggac jej deformacije liniowe o zadanym rzedzie?

Problem powstat przy dowodzie petenj charakteryzacji
osobliwosci o skoku liniowym 1.
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Osobliwoéci o skoku liczby Milnora rownym 1

Gusein-Zade ([4]) udowodnit, ze jesli dla osobliwosci fy istnieje
maksymalny dywizor wyjatkowy, ktéry nie przecina wiecej niz
trzy sktadowe obrazu totalnego krzywej fy = 0, wtedy A(fy) = 1.

Twierdzenie (Gusein-Zade)

Niech fy : C2 — C bedzie osobliwoscig, a (D, v) jej diagramem
minimalnym. Jesli jeden z ponizszych warunkéw zachodzi

1 diagram D zawiera tylko korzen o wadze 2,

2 istnieje lis¢ P € D taki, Ze P jest satelitarny o wadze 1,

3 istnieje lis¢ P € D taki, Ze P jest swobodny o wadze 2,
to \(fy) = A(fy) = 1.
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Dodatkowy warunek dla skoku liczby Milnora réwnym
1

Twierdzenie

Niech fy : C? — C bedzie osobliwoscig, a (D, v) jej diagramem
minimalnym. Jesli jeden z ponizych warunkdw zachodzi
4 jstniejg Py, ..., Px € D (k > 2) takie, Ze Py jest korzeniem,
Pi— Pi_1dlai=2,..., k, P jest jedynym wierzchotkiem
bliskim do Py, Py jest jedynym wierzchotkiem bliskim do
Px_1iv(Px) =v(Py) — 2, v(P;)) =v(Py) — 1 dla
i=2,...,k—1 wtedy k > 2.

Aleksandra Zakrzewska Liczba Milnora liniowych deformacji o zadanym rzedzie



Dodatkowy warunek dla skoku liczby Milnora réwnym
1

Twierdzenie
5 istniejg Py, P1,...,Px € D (k > 2) takie, Ze P, jest
swobodny, Py,...,Px — Py, P — Pi_1dlai=2,...,k, P>
Jjest jedynym wierzchotkiem bliskim do P;, Py jest jedynym
wierzchotkiem bliskim do Px_1 i v(Px) = v(Py) — 2,
v(P))=v(Pi)—1dlai=2,...,k—1 wtedy k > 2.
wiedy \(fy) = MN"(fy) = 1.
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Osobliwoéci o liniowym skoku liczby Milnora rownym 1

Twierdzenie

Niech fy : C? — C bedzie osobliwoscia a (D, v) jej diagramem
minimalnym. \'"(fy) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
jeden z warunkow (1) — (5).
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Osobliwoéci o liniowym skoku liczby Milnora rownym 1

Twierdzenie

Niech fy : C? — C bedzie osobliwoscia a (D, v) jej diagramem
minimalnym. \'"(fy) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
jeden z warunkow (1) — (5).

@ « - udowodnione.
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Osobliwoéci o liniowym skoku liczby Milnora rownym 1

Twierdzenie

Niech fy : C? — C bedzie osobliwoscia a (D, v) jej diagramem
minimalnym. \'"(fy) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
jeden z warunkow (1) — (5).

@ < - udowodnione.
@ = - w trakcie dowodu (wspélna praca z TK).
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Osobliwoéci o liniowym skoku liczby Milnora rownym 1

Twierdzenie

Niech fy : C? — C bedzie osobliwoscia a (D, v) jej diagramem
minimalnym. \'"(fy) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
jeden z warunkow (1) — (5).

@ < - udowodnione.
@ = - w trakcie dowodu (wspélna praca z TK).

@ Problem: Jesli mamy osobliwos¢ jednorodna rzedu ni jej
liniowg deformacje rzedu j < n, czy mozemy znalez¢
oszacowanie ostre liczby Milnora tej deformac;ji?
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Osobliwoéci semi-jednorodne

Twierdzenie (??77?)

Dla dowolnej semi-jednorodnej osobliwosci fy stopnia n i jej
liniowej deformacji fs rzedu j > 2 mamy, Ze

pfs) < (n=2)j+1.

Ponadito istnieje deformacja fs rzedu j taka, ze
u(f) = (n—2)j+1.
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Osobliwoéci semi-jednorodne

Twierdzenie (doktorat)

Dla dowolnej semi-jednorodnej osobliwosci fy stopnia n > 3 i jej
liniowej deformacji fs mamy:

w(fs) < (n—1)2—=(n-2)=(n—-2)(n—1)+1.

Istnieje deformacja fs taka, ze u(fs) = (n—2)(n—1) + 1 i jest
onarzedun—1.
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Weryfikacja empiryczna

Dla kazdego n < 10 maksymalna warto$¢ p zgadza sie z formutg (n — 2)j + 1, i
istnieje diagram maksymalizujacy.

liczba lin. liczba def. liczba lin. liczba def.
n | j deformac (n—2)j+1 o max. pu n j deformacii (n—2)j+1 o max.
3|2 3 3 1 8 4 93 25 3
4 |8 5 7 1 8 3 29 19 1
4 |2 5 5 1 8 2 13 13 1
514 10 13 2 9 8 73 57 6
518 9 10 1 9 7 203 50 4
512 7 7 1 9 6 325 43 4
6 |5 16 21 2 9 5 226 36 2
6 | 4 25 17 2 9 4 150 29 3
6 | 3 15 13 1 9 3 37 22 1
6 | 2 9 9 1 9 2 15 15 1
716 28 31 4 10 | 9 113 73 7
715 47 26 2 10 | 8 418 65 6
714 52 21 2 10 | 7 758 57 4
718 21 16 1 10 | 6 779 49 5
712 11 11 1 10 | 5 409 41 3
8|7 45 43 4 10 | 4 227 33 3
8|6 107 37 4 10 | 3 47 25 1
8|5 118 31 2 10 | 2 17 17 1
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Szkic dowodu indukcyjnego wzgledem j

Krok poczatkowy

Niech (E,v) bedzie diagramem Enriquesa deformacji liniowej
rzedu j = 2.

Wowczas poniewaz jest to diagram liniowej deformaciji to
2k <n+k—1(lub4k+2 <2n+ 2k — 1), stad
w((E,v))=2k+1-2<2(n—1)—-1=(n—-2)2+1 (lub
w((E,v))=2k+1-1<2n-83=(n—-2)2+1).
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Szkic dowodu indukcyjnego wzgledem j

Przypadek 1

Niech (E,v) bedzie diagramem Enriquesa deformaciji liniowej
rzedu j oraz w E istniejg minimum dwa wierzchotki za R.
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Szkic dowodu indukcyjnego wzgledem j

Przypadek 2
Niech (E,v) bedzie diagramem Enriquesa deformacji liniowej
n
rzedu jorazw E mamy > v(P;) =: k <.
i=1
n n—j+k
/ .];131 / .‘/1'131
Wk Gk
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Szkic dowodu indukcyjnego wzgledem j

Przypadek 3

n
Problem, gdy > v(P;) = j — "trudny diagram".
i=1
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"Trudny diagram”

Dla dowolnego n > 2ij > 3, jeden z diagraméw realizujgcych
(n—2)j+ 1 jest "trudnym diagramem"

n=9,j=7 n=9,/==6
3 4
/ .P1 / .P1
| |
7 2 6 2 1
.R .P2 .Fn’ 0P2 .P3
| |
[} 01
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Algorytm otrzymywania maksymalizujgcego diagramu

Algorytm konstruuje jedyny diagram maksymalizujacy liczbe
Milnora dla zadanych n, ;.

@ Jedli E = (), to dodaj do niego korzen o wadze j.

@ Niech P bedzie ostatnio dodanym wierzchotkiem w E. Jesli

P jest korzeniem, to dodaj w E nowy wierzchotek S taki, ze
v(S) =min(j,n—j+1)oraz S — P.

P jest wierzchotkiem swobodnym takim, ze P — P’ i

v(P) = v(P'), to dodaj nowy wierzchotek S taki, ze

v(S) = s, gdzie s jest maksymalng liczba naturalng
spetniajacg warunki s < v(P)iord,,(P)+1 > ord,(P) + s
oraz S — P. Gdy nie ma takiego s — koniec algorytmu.

P jest wierzchotkiem swobodnym takim, ze P — P’ i

v(P) < v(P’), to dodaj nowy wierzchotek S taki, ze

v(S) = s, gdzie s jest maksymalng liczba naturalng
spetniajacg warunki s < v(P), s+ v(P) < v(P')i

ord,,(P) + ord,,(P") > ord,(P) + ord,(P') + s oraz

S — P, P'. Gdy nie ma takiego s — koniec algorytmu.
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Algorytm otrzymywania maksymalizujgcego diagramu

@ Niech P bedzie ostatnio dodanym wierzchotkiem w E. Jesli

o P jest wierzchotkiem satelitarnym takim, ze P — P’, P" i
v(P") > >+ pvv(T). Wtedy dodaj nowy wierzchotek S
taki, ze v(S) = s, gdzie s jest maksymalng liczba naturalng
spetniajgcg warunki s < v(P), s+ > 7, p, v(T) < v(P")
ord,,(P) + ord,,(P") > ord,(P) + ord,(P") + s oraz
S — P, P"”. Gdy nie ma takiego s — przejdz do nastepnego
kroku.

e P jest wierzchotkiem satelitarnym takim, ze P — P’, P" i
v(P") =31 p/ v(T). Wtedy dodaj nowy wierzchotek S
taki, ze v(S) = s, gdzie s jest maksymalng liczba naturalng
spetniajacg warunki s < v(P), s + v(P) < v(P')i
ord,,(P) + ord,,(P') > ord,(P) + ord,(P’) + s oraz
S — P, P'. Gdy nie ma takiego s — koniec algorytmu.

Empirycznie sprawdzone dlan < 100ij < n-—1.
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Otwarte problemy:
@ Charakteryzacja skoku 1 (kombinatoryczna).
@ Przypadek ,trudnego diagramu”.
© Poprawnos¢ algorytmu.
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Dziekuje bardzo za uwage!
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